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§0.1 矢量代数

一、矢量

( )ˆ ˆ ˆ          , ,      or     

x

x y z x y z y

z

A

A A x A y A z A A A A

A

 
 

= + + →
 
 
 

x̂

x

y

z

ẑ

ŷ

A

2 2 2

x y zA A A A A= = + +

cos

cos

cos

x x

y y

z z

A A

A A

A A







=


=


=

z

y

x

大小：

方向：
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二、矢量的线性运算

റ𝐴 + 𝐵 ≜ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥 ො𝑥 + 𝐴𝑦 + 𝐵𝑦 ො𝑦 + 𝐴𝑧 + 𝐵𝑧 Ƹ𝑧

𝜆 റ𝐴 ≜ 𝜆𝐴𝑥 ො𝑥 + 𝜆𝐴𝑦 ො𝑦 + 𝜆𝐴𝑧 Ƹ𝑧

A

B

A B+
A B− 2A

0.5A
A−

加法：

数乘：
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三、矢量的点乘（标量积）

റ𝐴 ⋅ 𝐵 ≜ 𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A x x A y y A z z=  +  + 

x

y

z

法则：

性质：

矢量及其分量：

B A A B = （1）

( )A B C A C B C   +  =  + （2）

𝐴 = റ𝐴 ≜ റ𝐴 ⋅ റ𝐴（1）

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0

x x y y z z

x y y z z x

 =  =  =


 =  =  =
（2）

cosA B AB  =（3）

A B

xA B AB =
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四、矢量的叉乘（矢量积）

റ𝐴 × 𝐵 ≜

ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

=

𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦 ො𝑥

+ 𝐴𝑧𝐵𝑥 − 𝐴𝑥𝐵𝑧 ො𝑦

+ 𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑥 Ƹ𝑧

法则：

性质：

B A A B = − （1）

( )A B C A C B C   +  =  + （2）

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,  ,  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

x y z y z x z x y

x x y y z z

 =  =  =


 =  =  =

（1）

x

y

z

A
B



A B

ˆ
yA B AB z =

( ) ˆsinA B AB n =（2）

（A、B、n）满足右手法则
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（1） ( ) ( ) ( )A B C A C B B C A  =  − 

三个重要关系

【证明】只需证明左右两边的对应分量相等。以 x 分量为例。

( ) ( ) ( )z yy zx
A B C A B C A B C   =  −  

( ) ( )z x x z z x y y x yA B A B C A B A B C= − − −

( ) ( )y y z z x y y z z xA C A C B B C B C A= + − +

( ) ( )
x

A C B B C A =  −  

x x x x x xA B C A B C+ −

= 𝐴𝑥𝐶𝑥 + 𝐴𝑦𝐶𝑦 + 𝐴𝑧𝐶𝑧 𝐵𝑥 − 𝐵𝑥𝐶𝑥 + 𝐵𝑦𝐶𝑦 + 𝐵𝑧𝐶𝑧 𝐴𝑥
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A

n̂

( )ˆ ˆn A n 

( )ˆ ˆn A n 

A

B

C

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆA n A n n A n=   +  （2）

( )
x y z

x y z

x y z

A A A

A B C B B B

C C C

  = = 体积（3）

( ) ( ) ( )A B C B C A C A B  =   =  

( ) ( )A B C A B C  =  
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五、两个常用矢量

线元：曲线上无限靠近的两点之间的相对位矢

⚫ 约定起点和终点后，开曲线上各线元的方向唯一确定

⚫ 约定绕行方向后，闭曲线上各线元的方向唯一确定

起点 a

终点 b

C

⚫ 线元沿着曲线的切线方向

dl dr=

dl

9
Ԧ𝑟: 位置矢量（位矢）



面元：曲面的面元沿着法向方向

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zdS ndS n dS x n dS y n dS z= = + +

C

dS

x

y

z

dS
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规定：开曲面法向与其边界的绕行方向满足右手法则

C

⚫ 开曲面的法向可任意约定（要求连续变化）

⚫ 闭曲线 C 是开曲面 S 的边界（C = ∂ S）

⚫ 闭曲面 S 是三维区域 V 的边界（S = ∂ V）

规定：闭曲面总是以外法向作为面元正向

dS dS
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§0.2 场及其导数
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一、标量场与矢量场

标量场（标量函数）：空间每一点都指定了唯一的一个标量

( ) ( ), ,r x y z  = =

二维空间的标量函数称为二维标量场，如

( ) ( ), ,     ,x y     = =

矢量场（矢量函数）：空间每一点都指定了唯一的一个矢量

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

ˆ ˆ ˆ, , , , , ,x y z

F F r F x y z

F x y z x F x y z y F x y z z

= =

= + +
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【例】
( ) ( )

2 22 2 2 2

3 1

1 1x y z x y z
 = −

+ + + − + +

x

y

z

( ), , .x y z const =

x

y

( ), , 0x y z =
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( ), , 0 .x y z const = =( ), , 0x y z =
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【例】矢量场
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( ) ( )
0

lim
x

f x x f xdf

dx x →

+  −
=



对于确定的 y、z，定义单变量函数

则 df/dx 给出了函数 φ 在 r 点处沿

着 x 轴方向的变化率

( ) ( ), ,f x x y z=

将其称为 φ 对 x 的偏导数，记为

𝜕𝜑

𝜕𝑥
≜ lim

Δ𝑥→0

𝜑 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧

Δ𝑥
= 𝜕𝑥𝜑

x y

( ), ,0x y

17



类似地，有

( ) ( ),      
f

x x x x x

  
    



     
= + =

     

𝜕𝜑

𝜕𝑥
≜ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝜑 𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝛥𝑥
= 𝜕𝑥𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑦
≜ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑦→0

𝜑 𝑥, 𝑦 + 𝛥𝑦, 𝑧 − 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝛥𝑦
= 𝜕𝑦𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑧
≜ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑧→0

𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝛥𝑧 − 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝛥𝑧
= 𝜕𝑧𝜑

法则：
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【例】 ( ) 2 5 7, ,x y z x y z =

5 7 2 4 7 2 5 62 ,     5 ,     7xy z x y z x y z
x y y

    
= = =

  
【解】

【例】 2 2 2r x y z = = + +

2 2 2

x x

x rx y z


= =

 + +

2 2 2

y y

y rx y z


= =

 + +

2 2 2

z z

z rx y z


= =

 + +

【解】
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二、标量场的梯度

( ) ( ) ( ), , , , , ,d x y z x dx y dy z dz x y z  = + + + −

( ) ( ), , , ,x dx y dy z dz x y dy z dz −= + + ++ +  

( ) ( ),, ,, x y zx y z dz + −+  

( ) ( ), , ,,x y dy z x y zz dzd  −+ ++ +  

标量场 φ(x, y, z) 在 r 和 r＋dr 两点处的差值

𝑑𝜑 റ𝑟 ≜ 𝜑 റ𝑟 + 𝑑 റ𝑟 − 𝜑 റ𝑟 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝜑

𝜕𝑧
𝑑𝑧

20

𝑑𝜑 റ𝑟 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑

𝜕𝑦
,
𝜕𝜑

𝜕𝑧
∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧)



在直角坐标系下，标量场 φ(x, y, z) 的梯度定义为

∇𝜑 ≜
𝜕𝜑

𝜕𝑥
ො𝑥 +

𝜕𝜑

𝜕𝑦
ො𝑦 +

𝜕𝜑

𝜕𝑧
Ƹ𝑧 =

𝜕𝜑

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑

𝜕𝑦
,
𝜕𝜑

𝜕𝑧

⚫ 在每个点处确定了唯一的一个矢量，

标量场的梯度是一个矢量场。

⚫ 梯度的与坐标系无关的定义：

⚫ 梯度积分的基本定理
dl



（与路径无关）
21

𝑑𝜑(Ԧ𝑟) ≜ 𝜑(Ԧ𝑟 + 𝑑 Ԧ𝑟) − 𝜑(Ԧ𝑟) = 𝛻𝜑 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟

න
Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟2

∇𝜑 ∙ 𝑑റ𝑙 =න
Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟2

𝑑𝜑(Ԧ𝑟) =𝜑(Ԧ𝑟2) − 𝜑(Ԧ𝑟1) ර
𝐶

∇𝜑 ∙ 𝑑റ𝑙 = 0



如果 P点处 φ＝0，则 P 为驻值点：dφ(P)=0

φ 垂直于 φ的等值面/线指向 φ增加最快方向（设为 n），

大小则是沿着方向的变化率

n̂
n





 =



n

22



【例】径向距离 的梯度。2 2 2r x y z= + +

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

r r r xx yy zz r
r x y z

x y z r r

   + +
 = + + = =

  

O

r

r

【解】

ˆ ˆ1
r

r r r
r


 = = 


或者

ˆr r =

23
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三、梯度算子

∇≜ ො𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ ො𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ Ƹ𝑧

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧◼ 定义梯度算子

◼ 性质：

◼ It looks like a vector.

◼ It works like a vector.

◼ It’s an operator.

◼  可以作用于标量及矢量函数上

◼作用于标量函数：    → 梯度 矢量

◼点乘作用于矢量函数：   F → 散度 标量

◼叉乘作用于矢量函数：   F → 旋度 矢量

ˆ ˆ ˆ

 

ˆ ˆ ˆ

 

x y z

x x y y z z

x y z

x y z

A

F A

A A x A y A z

A F A F A F A F

x y z

A F A A A

F F F

F A

   = + +

 = + +



=

=

=



= − 

 

  

F F

F F

   

  

  − 

25



四、矢量场的散度

◼ 矢量场 的散度定义为( ) ( ) ˆ ˆ ˆ, , x y zF r F x y z F x F y F z= = + +

◼ 矢量场的散度是一个标量场。

𝜕𝑥 ≜
𝜕

𝜕𝑥
, 𝜕𝑦 ≜

𝜕

𝜕𝑦
, 𝜕𝑧 ≜

𝜕

𝜕𝑧

◼ 几何意义：散度(divergence) 量度矢量 在 r 点附近

是否发散或汇聚

( )F r

26

div റ𝐹 = ∇ ∙ റ𝐹 ≜
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧

= 𝜕𝑥𝐹𝑥 + 𝜕𝑦𝐹𝑦 + 𝜕𝑧𝐹𝑧



റ𝐹 = 𝑥 ො𝑥 + 𝑦ො𝑦 + 𝑧 Ƹ𝑧 റ𝐹 = −𝑥ො𝑥 − 𝑦ො𝑦 − 𝑧 Ƹ𝑧 റ𝐹 = ො𝑦

有源

27

∇ ∙ റ𝐹 = +3 > 0

（源）

∇ ∙ റ𝐹 = −3 < 0

（汇）

∇ ∙ റ𝐹 = 0

（无源）



静电场是有源场

q−q+

28

∇ ∙ 𝐸 > 0

（正电荷为源）

∇ ∙ 𝐸 < 0

（负电荷为源）



五、矢量场的旋度

◼ 矢量场 的旋度定义为( ) ( ) ˆ ˆ ˆ, , x y zF r F x y z F x F y F z= = + +

◼ 矢量场的旋度仍然是一个矢量场。

◼ 几何意义：旋度量度矢量 在 r 点附近是否旋转( )F r

curl റ𝐹 = ∇ × റ𝐹 ≜

ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧
𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

or

∇ × റ𝐹
𝑥
= 𝜕𝑦𝐹𝑧 − 𝜕𝑧𝐹𝑦

∇ × റ𝐹
𝑦
= 𝜕𝑧𝐹𝑥 − 𝜕𝑥𝐹𝑧

∇ × റ𝐹
𝑧
= 𝜕𝑥𝐹𝑦 − 𝜕𝑦𝐹𝑥

29



ˆ ˆ ˆF xx yy zz= + + ˆF xy=ˆ ˆF yx xy= − +

( )

0F =

无旋 ( )

ˆ2F z =

有旋 ( )

ˆF z =

有旋

30



0B 

静磁场是有旋场

B

I

31



小结

∇≜ ො𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ ො𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ Ƹ𝑧

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
梯度算子

◼梯度(矢量场)： ∇𝜑 ≜
𝜕𝜑

𝜕𝑥
ො𝑥 +

𝜕𝜑

𝜕𝑦
ො𝑦 +

𝜕𝜑

𝜕𝑧
Ƹ𝑧 =

𝜕𝜑

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑

𝜕𝑦
,
𝜕𝜑

𝜕𝑧

◼旋度(矢量场)：
∇ × റ𝐹 ≜

ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧
𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

=

ො𝑥 𝜕𝑦𝐹𝑧 − 𝜕𝑧𝐹𝑦
+ො𝑦 𝜕𝑧𝐹𝑥 − 𝜕𝑥𝐹𝑧
+ Ƹ𝑧 𝜕𝑥𝐹𝑦 − 𝜕𝑦𝐹𝑥 32

◼散度(标量场) ： ∇ ∙ 𝐹 ≜
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧



33

回顾

◼ 梯度(矢量) ：指向标量场 f 增加最快方向 (                    n)ˆ
f

f n
n


 =



n̂ : 单位矢量也

◼ 散度(标量)：散度(divergence) 量度矢量场 在某点附

近是否发散或汇聚

◼旋度(矢量)：旋度量度矢量场 在某点附近是否旋转

几何意义：



2023年3月15日 34

回顾
性质：

◼ It looks like a vector.

◼ It works like a vector.

◼ It’s an operator.
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回顾

一些简单结论和法则

◼ 拉普拉斯算法（二阶偏微分）：

   

Ñ i(Ñf ) = Ñ2 f =
¶2

¶x2
+

¶2

¶y2
+

¶2

¶z2

æ

èç

ö

ø÷
f
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回顾

◼ 梯度场无旋
  Ñ´ (Ñf ) = 0

证明：考虑其x分量

  

Ñ´ (Ñf )éë ùûx
= Ñ

y
(Ñf )

z
-Ñ

z
(Ñf )

y

=
¶

¶y

¶

¶z
f

æ

èç
ö

ø÷
-

¶

¶z

¶

¶y
f

æ

èç
ö

ø÷
= 0

◼ 旋度场无源

请自己证明

◼ 旋度场的旋度
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数学小贴士

( )2 2 22 2 2x x y y z z x y zG dG G dG G dG d G G G+ + = + +

2 2df fdf=◼ 对于标量函数 f(x) ：

◼ 对于矢量函数 G：

d

( )G t

dG

Gd



§0.3 矢量场的积分
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水流的源与汇

源

汇

◼如何计算 Φv ？

等于从每一个面元流出去的水量的代数和

◼ 穿过闭曲面 S 的水流通量 Φv ：

单位时间从闭曲面 S 流出去的水的体积

◼对于闭曲面，以外法向为面元方向

◼ Φv > 0：S 内存在水流的源

Φv < 0：S 内存在水流的汇

39



S

v t

单位时间内通过面元 ΔS 的水量为

v t S
v S

t

 
= 



v
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v t



S

v

n̂



cos
cos

v t S
v S v S

t




 
=  = 



单位时间内通过面元 ΔS 的水量为

41



Φ𝑣 = lim
Δ𝑆→0

෍ റ𝑣 ⋅ Δ റ𝑆 = ඾
𝑆

റ𝑣 ⋅ 𝑑 റ𝑆

穿过闭曲面 S 的水流通量 ：

dS

v

42



一、矢量场的通量

矢量场 ( ), ,F F x y z= 穿过闭曲面 S 的通量定义为

⚫ 物理含义：

ΦF > 0：S 内有 F 的源；

ΦF < 0：S 内有 F 的汇。

⚫ 若对任意闭曲面均有 ΦF ＝ 0 ，则称 F 为无源场

只要存在一个闭曲面使得 ΦF ≠ 0，则称 F 为有源场

⚫ 闭曲面以外法向为正方向

Φ𝐹 ≜඾
𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 dS

F

43



【例】穿过小的长方体边界的通量。

1 1
( , , ) ( , , )

2 2
y yF x y dy z F x y dy z dzdx

 
+ − −  

1 1
( , , ) ( , , )

2 2
z zF x y z dz F x y z dz dxdy

 
+ − −  

1 1
( , , ) ( , , )

2 2
x xF x dx y z F x dx y z dydz

 
+ − −  

【解】 （1）穿过前后两个面的通量

（2）穿过左右两个面的通量

（3）穿过上下两个面的通量
x̂

r

ẑ

ŷ

dx

dy

dz

඾

𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
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二、矢量场的散度

矢量场 ( ), ,F F x y z= 的散度定义为

yx z
FF F

F
x y z

 
  = + +

  

⚫ 若 F 的散度处处为零，则 F 为无源场

⚫ 若 F 在某点的散度不为零，则 F 由该点发射或汇聚

⚫ 散度在直角坐标系下的表达式

∇ ⋅ റ𝐹 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
඾

𝑆=𝜕𝑉

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆
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1S

2S

10S

20S10dS
20dS

඾
𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = ඾
𝑆1

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 −ඵ
𝑆10

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

+඾
𝑆2

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 −ඵ
𝑆20

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

=඾
𝑆1

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 +඾
𝑆2

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

将 S 所围区域切割为边界分别为 S1 和 S1 的两个区域

将 S 所围区域切割成更多的小块，则有

1 2 =  +

Φ =෍

𝑖=1

𝑁

Φ𝑖 =෍

𝑖=1

𝑁

඾
𝑆𝑖

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑉𝑖
𝑆𝑖װ

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

𝑉𝑖
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三、高斯（Gauss）定理

඾

𝑆=𝜕𝑉

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =ම

𝑉

∇ ⋅ റ𝐹𝑑𝑉

散度积分的基本定理—— 高斯定理

dS

F
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水流的涡旋

⚫ 水流速度场的环量：

Γ𝑣 ≜ lim
Δ𝑙→0

෍ റ𝑣 ⋅ Δറ𝑙

C dl v

48

dl

v
= ර

𝐶

റ𝑣 ⋅ 𝑑റ𝑙

= ර
𝐶

𝑣 cos 𝜃 𝑑𝑙



【例】v r= 

22 2v v R R  =  =
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四、矢量场的环量

矢量场 ( ), ,F F x y z= 绕闭曲线 C 的环量定义为

⚫ ΓF > 0：在 C 上 F 的转动与 C 的绕行方向一致

⚫ 若对任意闭曲线均有 ΓF ＝ 0 ，则称 F 为无旋场

只要存在一条闭曲线使得 ΓF ≠ 0，则称 F 为有旋场

⚫ 任意约定闭曲线的绕行方向为正，

绕行方向决定了线元的方向

Γ𝐹 ≜ ර
𝐶

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙
C dl F
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【例】绕小的长方形边界的环量。

1 1
( , , ) ( , , )

2 2
y yF x y z dz F x y z dz dy

 
− − +  

1 1
( , , ) ( , , )

2 2
z zF x y dy z F x y dy z dz

 
+ − −  

【解】（1）左右两边对环量的贡献

（2）上下两边对环量的贡献
r

ẑ

ŷ

dy

dz

a b

cd

඾

𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑦𝑑𝑧 +

𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑥 +
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦

඾

𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 =
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑦𝑑𝑧

对于一般的无限小的闭曲线：

51



五、矢量场的旋度

矢量场 ( ), ,F F x y z= 的旋度（在 n 方向投影）定义为

ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

x y z

F

F F F

 =   

⚫ 若 F 的旋度处处为零，则 F 为无旋场

⚫ 若 F 在某点的旋度不为零，则 F 在该点附近有涡旋

⚫ 旋度在直角坐标系下的表达式

ˆS Sn=

C

ො𝑛 ⋅ ∇ × റ𝐹 ≜ lim
𝑆→0

1

𝑆
ර

𝐶=𝜕𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙
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ර
𝐶

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = ර
𝐶1

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 − න
𝐶10

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

+ර
𝐶2

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 − න
𝐶20

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

将 C 所围区域切割为边界分别为 C1 和 C1 的两个区域

将 C 所围区域切割成更多的小块，则有

1 2 =  + 

Γ =෍

𝑖=1

𝑁

Γ𝑖 =෍

𝑖=1

𝑁

ර
𝐶𝑖

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 =෍

𝑖=1

𝑁

𝑆𝑖
𝐶𝑖ׯ

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

𝑆𝑖

= ර
𝐶1

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 + ර
𝐶2

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

C

1C

1S

10C

20C

2C

2S
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六、斯托克斯（Stokes）定理

ර

𝐶=𝜕𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = ඵ

𝑆

∇ × റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

散度积分的基本定理

—— Stokes定理
F

dl

F
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高斯定理与斯托克斯定理的例题

【例】请直接计算以及用高斯定理计算积分

඾
𝑆

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑆 ,其中 Ԧ𝐹 = 𝑦𝑥2 ො𝑥 + 𝑥𝑦2 − 3𝑧4 ො𝑦 + 𝑥3 + 𝑦3 Ƹ𝑧

其中，𝑆是
1

4
球面: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16, 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≤ 0 .

【解】直接计算

分成3个面：𝑧 = 0面，𝑦 = 0面和剩下的
1

4
球面

(1) 𝑧 = 0面：

𝑑 Ԧ𝑆 = Ƹ𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
积分为

∬ 𝑥3 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦
用重积分方法，计算出结果为32𝜋
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例题
(2)𝑦 = 0面 : 𝑑 Ԧ𝑆 = ො𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧

积分为

∬ 𝑥𝑦2 − 3𝑧4 𝑑𝑧𝑑𝑥 = −768𝜋。

（3) 1/8球面：法线方向是 Ƹ𝑟，用球坐标，积分为

∬𝐹𝑟 ⋅ 𝑟
2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙

其中，𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙是球面面元𝑑𝑆的微分写法；

积分区域是这个球面。

利用直角和球坐标基矢的关系

ො𝑥 = Ƹ𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 + መ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 − ෠𝜙𝑠𝑖𝑛𝜙

ො𝑦 = Ƹ𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 + መ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 + ෠𝜙𝑐𝑜𝑠𝜙

Ƹ𝑧 = Ƹ𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − መ𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

可求出𝐹在𝑟方向上的分量，进而用直角和球坐标

的换元计算出这个积分的结果为736𝜋。

总的积分最后的结果为0。



57

例题

用高斯定理计算：

඾
𝝏𝑫

𝑨 ⋅ 𝒅𝑺 =ම
𝑫

𝛁 ⋅ 𝑨𝒅𝑽

由∇ ⋅ Ԧ𝐹 = 𝜕𝑥 𝑦𝑥2 + 𝜕𝑦 𝑥𝑦2 − 3𝑧4 + 𝜕𝑧 𝑥3 + 𝑦2

= 4𝑥𝑦

所以

඾
𝑆

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑆 =ම4𝑥𝑦𝑑𝑉

体积积分区域为闭合曲面𝑆内部包围的区域。

观察这个区域，发现它关于𝑥对称，体积分就是0。



【例】计算环路积分ׯ𝐶
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟, 其中 Ԧ𝐹 = 𝑧2 ො𝑥 + 𝑦2 ො𝑦 + 𝑥 Ƹ𝑧，闭合曲线 𝐶为在

顶点 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 上逆时针方向旋转的三角形，分别通过直

接计算和使用斯托克斯定理求解。

A

B

C

【解】 直接计算： 如图所示，Δ𝐴𝐵𝐶为所计算积分的环路

ර
𝐶

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = න
𝐴𝐵

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 + න
𝐵𝐶

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 + න
𝐶𝐴

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

𝐴𝐵线段的表达: 

𝑥 = 1 − 𝑡, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 = 0 0 ≤ 𝑡 < 1

即， Ԧ𝑟 𝑡 = 1 − 𝑡 ො𝑥 + 𝑡 ො𝑦 + 0 Ƹ𝑧

线元为：

𝑑 Ԧ𝑟 𝑡 =
𝑑 Ԧ𝑟 𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = −ො𝑥 + ො𝑦 + 0 Ƹ𝑧 𝑑𝑡

Ԧ𝐹在𝑥𝑦面的表达：

Ԧ𝐹 = 0ො𝑥 + 𝑡2 ො𝑦 + (1 − 𝑡) Ƹ𝑧

积分为：׬𝐴𝐵
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 0׬

1
𝑡2𝑑𝑡 =

1

3



A

B

C

对BC段: 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 − 𝑡, 𝑧 = 𝑡 0 ≤ 𝑡 < 1

即曲线𝐴𝐵上: Ԧ𝑟(𝑡) = 0ො𝑥 + 1 − 𝑡 ො𝑦 + 𝑡 Ƹ𝑧

𝑑 Ԧ𝑟 𝑡 =
𝑑 Ԧ𝑟 𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = 0ො𝑥 − ො𝑦 + Ƹ𝑧 𝑑𝑡

Ԧ𝐹 = 𝑡2 ො𝑥 + (1 − 𝑡)2 ො𝑦 + 0 Ƹ𝑧

𝐵𝐶׬
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 0׬−

1
(1 − 𝑡)2𝑑𝑡 = −

1

3

对𝐶𝐴段: 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 0, 𝑧 = 1 − 𝑡 0 ≤ 𝑡 < 1

即曲线 𝐴𝐵上:    Ԧ𝑟(𝑡) = 𝑡 ො𝑥 + 0ො𝑦 + 1 − 𝑡 Ƹ𝑧

𝑑 Ԧ𝑟 𝑡 =
𝑑 Ԧ𝑟 𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = ො𝑥 + 0ො𝑦 − Ƹ𝑧 𝑑𝑡

Ԧ𝐹 = 1 − 𝑡 2 ො𝑥 + 0ො𝑦 + 𝑡 Ƹ𝑧

𝐵𝐶׬
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 0׬

1
1 − 𝑡 2 − 𝑡 𝑑𝑡 = 0׬

1
𝑡2 − 3𝑡 + 1 = −

1

6

综上， 𝐶ׯ
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 =

1

3
−

1

3
−

1

6
= −

1

6
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由斯托克斯定理知ׯ𝐶
Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = ∬𝑆

(∇ × Ԧ𝐹) ⋅ 𝑑 Ԧ𝑆

首先计算∇ × Ԧ𝐹:

∇ × Ԧ𝐹 =

ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑧2 𝑦2 𝑥

= 2𝑧 − 1 ො𝑦

𝑆是平面𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0, 积分中其法

向量指向𝑦轴正方向，法向量为∇𝑓 = ො𝑥 + ො𝑦 + Ƹ𝑧。

【解】应用斯托克斯定理

A

B

C
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代入𝑑 Ԧ𝑆表达式，其中𝐷是𝑆在𝑥𝑦平面的投影

ර
𝐶

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = ඵ
𝑆

∇ × Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑆

=ඵ
𝑆

2𝑧 − 1 ො𝑦 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑆

= ∬𝐷
2𝑧 − 1 ො𝑦 ⋅

∇𝑓

∇𝑓
| ∇𝑓 |𝑑𝐴

= ∬𝐷
2𝑧 − 1 ො𝑦 ⋅ (ො𝑥 + ො𝑦 + Ƹ𝑧)𝑑𝐴

= 0׬
1
0׬
−𝑥+1

1 − 2𝑥 − 2𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= −
1

6

思考：更直接的，也可以认为积分曲线是𝛥𝑂𝐴𝐵, Δ𝑂𝐴𝐶, Δ𝑂𝐵𝐶围成曲面的
边界，对这一曲面利用斯托克斯公式求解。

A

B

C



§0.4 泰勒展开

泰勒级数展开, 指用无穷项幂函数连加式（幂级数）来表示一个

函数，这些相加项的系数由函数在某一点的导数求得，即

62

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
𝑓 𝑛 𝑥0

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

= 𝑓 𝑥0 + 𝑓′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0 +
𝑓′′ 𝑥0

2
𝑥 − 𝑥0

2 +
𝑓′′′ 𝑥0

3!
𝑥 − 𝑥0

3 +⋯

【例】对𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥在𝑥 = 0处进行泰勒展开

【解】这是最简单的泰勒级数展开，由于

𝑓 𝑛 𝑥 = 𝑒𝑥

则有𝑓 𝑛 0 = 1, 故

𝑒𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
𝑥𝑛

𝑛!
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泰勒级数收敛性：

可以定义关于𝑓(𝑥)的n阶泰勒多项式：

𝑇𝑛 =෍

𝑖=0

𝑛
𝑓 𝑖 𝑥

𝑖!
𝑥 − 𝑥0

𝑖

则余项为𝑅𝑛 = 𝑓 𝑥 − 𝑇𝑛

若在 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑅, 有 lim
𝑛→∞

𝑅𝑛 = 0,则可说明

෍

𝑛=0

∞
𝑓 𝑛 𝑥0

𝑛!
𝑥 − 𝑥0

𝑛

在 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑅内收敛于𝑓 𝑥 .



常见函数的泰勒级数展开

𝑒𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
𝑥𝑛

𝑛!
= 1 + 𝑥 +

𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+⋯

1

1 − 𝑥
= ෍

𝑛=0

∞

𝑥𝑛 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 +⋯( 𝑥 < 1)

ln(1 − 𝑥) = −෍

𝑛=1

∞
𝑥𝑛

𝑛
= −𝑥 −

𝑥2

2
−
𝑥3

3
…−

𝑥𝑛

𝑛
+⋯( 𝑥 < 1)

cos 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
(−1)𝑛

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 = 1 −

𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
− ⋯

sin 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 = 𝑥 −

𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
− ⋯



【解1】

对𝑟′2,有

𝑟′
2
= 𝑟2 + 2𝑟𝑑𝑟 + 𝑑𝑟 2

忽略二阶小量，考虑到𝑟𝑑𝑟 = Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟,有

𝑟′2 = 𝑟2 + 2Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

【解2】考虑泰勒展开

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0
此时𝑥0 = 𝑟, 𝑥 = 𝑟′, 𝑥 − 𝑥0 = 𝑑𝑥

对𝑓 𝑥 = 𝑥2, 𝑓′ 𝑥 = 2𝑥，故有

𝑟′2 = 𝑟2 + 2𝑟𝑑𝑟 = 𝑟2 + 2Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

【例】如图所示，𝑃附近的𝑃′有

Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟 + 𝑑 Ԧ𝑟

其到原点的距离

𝑟′ = 𝑟 + 𝑑𝑟

【注意】 𝑑 Ԧ𝑟 ≠ 𝑑𝑟

65

P

,x y

z

r

r

dr

P

类似的，有

𝑟′3 = 𝑟3 + 3𝑟2𝑑𝑟

= 𝑟3 + 3𝑟Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

𝑟′−3 = 𝑟−3 − 3𝑟−4𝑑𝑟

= 𝑟−3 − 3𝑟−5 Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟



P

2l

2l
,x y

z

r−

r+

r
A

B
66

【例】𝐴, 𝐵是空间中距离为𝑙的点，两点之间的矢量用Ԧ𝑙表示，

Ԧ𝑟+, Ԧ𝑟−分别是空间中任一点P到这两点的矢量, P到这两点连线中

点的矢量为 Ԧ𝑟,

(1) 证明:𝑟−
2 − 𝑟+

2 = 2Ԧ𝑙 ⋅ Ԧ𝑟

(2) 计算 Ԧ𝐹 =
Ԧ𝑟+

𝑟+
3 −

Ԧ𝑟−

𝑟−
3 关于𝑙的最低阶泰勒展开

2

2

r r l

r r l

+

−

 = −


= +

【解】如图所示

故有 𝑟+
2 = 𝑟2 − Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙 +

𝑙2

4

𝑟−
2 = 𝑟2 + Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙 +

𝑙2

4

因此𝑟−
2 − 𝑟+

2 = 2Ԧ𝑙 ⋅ Ԧ𝑟
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P

2l

2l
,x y

z

r−

r+

r
A

B

另外，如果我们认为𝑙是小量,𝐴点到𝑃点的距离 Ԧ𝑟+可以认为是原
点𝑂到𝑃点距离 Ԧ𝑟−经过小段位移的结果，即有

Ԧ𝑟+ = Ԧ𝑟 + 𝑑Ԧ𝑟,其中𝑑 Ԧ𝑟 = −
Ԧ𝑙

2
,

因此有𝑟+
2 ≈ 𝑟2 + 2Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝑟2 − Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙

同样的，

Ԧ𝑟− = Ԧ𝑟 + 𝑑Ԧ𝑟,其中𝑑 Ԧ𝑟 =
Ԧ𝑙

2
,

有𝑟+
2 ≈ 𝑟2 + 2Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝑟2 + Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙


因此𝑟−

2 − 𝑟+
2 = 2Ԧ𝑙 ⋅ Ԧ𝑟

我们也可以认为

Ԧ𝑟− = Ԧ𝑟+ + 𝑑Ԧ𝑟

此时𝑑 Ԧ𝑟 = Ԧ𝑙,因此

r−
2 − r+

2 = 2Ԧ𝑙 ⋅ Ԧ𝑟−
由于此时已经包含𝑙的一阶项，无须再对 Ԧ𝑟−展开，可以认为 Ԧ𝑟− ≈ Ԧ𝑟,

有r−
2 − r+

2 = 2Ԧ𝑙 ⋅ Ԧ𝑟−
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P

2l

2l
,x y

z

r−

r+

r
A

B

Ԧ𝐹 =
Ԧ𝑟+

𝑟+
3 −

Ԧ𝑟−
𝑟−
3

=
1

𝑟+
3 −

1

𝑟−
3 Ԧ𝑟 −

1

𝑟+
3 +

1

𝑟−
3

Ԧ𝑙

2

同样的，可以认为 Ԧ𝑟+ = Ԧ𝑟 + 𝑑Ԧ𝑟,其中𝑑 Ԧ𝑟 = −
Ԧ𝑙

2

1

𝑟+
3 =

1

𝑟3
− 3

Ԧ𝑟 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

𝑟5

=
1

𝑟3
− 3

Ԧ𝑟 ⋅ −
Ԧ𝑙
2

𝑟5
=

1

𝑟3
+
3

2

Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙

𝑟5

同理有：
1

𝑟−
3 =

1

𝑟3
+

3

2

Ԧ𝑟⋅Ԧ𝑙

𝑟5

对 Ԧ𝐹中第二项，由于其已经包含𝑙的最低非零阶项，
因此可以认为𝑟+ ≈ 𝑟− ≈ 𝑟

故 Ԧ𝐹 ≈
3Ԧ𝑙 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟4
Ԧ𝑟 −

1

𝑟3
Ԧ𝑙

≈
3Ԧ𝑙 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟3
Ƹ𝑟 −

Ԧ𝑙

𝑟3
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P

2l

2l
,x y

z

r−

r+

r
A

B

另外，我们也可以认为Ԧ𝑟− = Ԧ𝑟+ + 𝑑Ԧ𝑟，𝑑 Ԧ𝑟 = Ԧ𝑙
相应的有



1

𝑟+
3 −

1

𝑟−
3

= −3
Ԧ𝑟+ ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟

𝑟5
= −3

Ԧ𝑟+ ⋅ Ԧ𝑙

𝑟5

考虑到要求对𝑙的最低阶展开，
因此可以近似认为

Ԧ𝑟+ ≈ Ԧ𝑟

故
1

𝑟+
3 −

1

𝑟−
3

= −3
Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑙

𝑟5

因此

Ԧ𝐹 ≈
3Ԧ𝑙 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟4
Ԧ𝑟 −

1

𝑟3
Ԧ𝑙

≈
3Ԧ𝑙 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟3
Ƹ𝑟 −

Ԧ𝑙

𝑟3



§0.5 平面角与立体角

r

C

O

r

dl⊥ dl

O
d

0 1r =



⚫ 平面角元 （dl 相对于 O 点所张角度）

⚫ 任一曲线 C 相对于 O 点所张角度

曲线相对于 O 点所张平面角，数值上

等于相应的单位半径圆弧的长度

70

𝜃 ≜
𝑠

𝑟
=
𝑠0
𝑟0

cosdl dl
d

r r


 ⊥= =

cosdl dl

r r


 ⊥= = 



0 1r =



若约定绕着 O 点逆时针转动为正

C

O

C

O

（1）闭曲线相对于内部一点所张平面角为±2π

闭曲线相对于外部一点所张平面角为 0

（2）无限长直线相对于直线外一点所张平面角为±π

+
−

71



二、立体角

曲面相对于 O 点所张立体角，

数值上等于相应的单位半径

球面的面积

O

r
S

72

Ω ≜
𝑆

𝑟2
=
𝑆0

𝑟0
2

0S

0 1r =



➢ 对于同一面元 dS，选取的法向

不同，所得立体角相差一符号

➢ 开曲面面元的法向选取可相差一符号

⚫ 立体角元

⚫ 任一曲面相对于 O 点所张立体角

➢ 闭曲面总是以外法向作为面元正向
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2 2

ˆcosdS r dS
d

r r

 
 = =

2 2

ˆcos

S S S

dS r dS
d

r r

 
 =  = =  



【例】试计算半径为 a 的圆盘相对于轴线上一点 P 所张的立

体角，圆盘的法向取为向上的方向。已知 P 与圆盘距离为 h。

【解】
2

cos

S

dS

r


 = 

( )02 2
2 1 2 1 cos

h

a h
  
 

 = − = − 
+ 

2

cos

S

sdsd
r


= 

( )

2

3 2
2 2

0 0

a
hsds

d
s h



=
+

 

2 2

0

2

a

h

s h

 

= − 
+ 

0 

P

r



r̂

h

n̂

s

74



或者，由于圆盘与图示球冠相对于 P 点

的立体角相同，因而

02

0 0

sind d



   =  

( )02 1 cos  = −

r̂n̂

0 

P

hR r
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【例】无限大平面 S 的法向取向上方向，试计算 S 相对于其

上方和下方某点所张的立体角。

r̂
n̂

S

O

【解】

n̂

S

O

r̂



2 ,
 

2 ,

O S

O S





+
 = 

−

 在  下方

 在  上方

⚫ 此结论也适用于：

圆盘相对于盘面两侧无限靠近的两个点的立体角

正所谓：一叶障目、不见泰山



三、闭曲面所张立体角

⚫ 闭合曲面相对于点 O 点所张的立体角

➢ Ω 等于 的通量2ˆA r r=

⚫ 闭合曲面相对于点 O 的立体角

77

4 ,
  

0,

O S

O S


 = 



   

   

在 内

在 外

O

Ω =඾

S

Ƹ𝑟

𝑟2
∙ 𝑑 റ𝑆
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O
n̂

r̂
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O

n̂

r̂



◼任一曲面相对于 O 点所张立体角

n̂

S
O

O
S

O

O

数值上等于相应的单位半径球面的面积

闭曲面总是以外法向作为面元正向

2 ,
 

2
 

,

O

O S

S

−

+
 = 

  在  上方

 在  下方

0
 

,
 

4 ,

O

O S

S


 = 

  在  

内

外

 在  

2 2

ˆcos

S S S

dS r dS
d

r r

 
 =  = =  
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Thank You！
81


