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Problem 0

自学绪论部分的课件.

Problem 1

证明下列等式：

1. (A⃗× B⃗)× C⃗ = (A⃗ · C⃗)B⃗ − (B⃗ · C⃗)A⃗

2. A⃗ = (n̂ · A⃗)n̂+ (n̂× A⃗)× n̂,

其中 n̂ 为任意方向单位矢量.

Problem 2

证明下列公式：

1. (A⃗× B⃗) · (C⃗ × D⃗) = (A⃗ · C⃗)(B⃗ · D⃗)− (A⃗ · D⃗)(B⃗ · C⃗)

2. A⃗× [B⃗ × (C⃗ × D⃗)] = B⃗[A⃗ · (C⃗ × D⃗)]− (A⃗ · B⃗)(C⃗ × D⃗)

3. [A⃗× (B⃗ × C⃗)] + [B⃗ × (C⃗ × A⃗)] + [C⃗ × (A⃗× B⃗)] = 0

Problem 3

1. 计算标量场
φ = −1

r

的对应的梯度 F⃗ .
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2. 证明矢量场 F⃗ 的散度和旋度分别满足:

∇ · F⃗ = 0 (r ̸= 0)

∇× F⃗ = 0

Problem 4

计算下列矢量场的散度和旋度：

1.
E⃗1 = cos(z)x̂+ sin(z)ŷ + z2ẑ

2.
E⃗2 = A

e−br

r
r̂

3.
E⃗3 = A lnRẑ, R =

√
x2 + y2

4.
E⃗4 = ∇× E⃗3

Problem 5

证明以下 ∇ 算符的运算公式：

∇(φϕ) = ϕ∇φ+ φ∇ϕ, (1)

∇ · (φA⃗) = φ∇A⃗+ A⃗ · ∇φ, (2)

∇× (φA⃗) = φ∇× A⃗+∇φ× A⃗, (3)

∇(A⃗ · B⃗) = A⃗× (∇× B⃗) + (A⃗ · ∇)B⃗ + B⃗ × (∇× A⃗) + (B⃗ · ∇)A⃗, (4)

∇ · (A⃗× B⃗) = (∇× A⃗) · B⃗ − A⃗ · (∇× B⃗), (5)

∇× (A⃗× B⃗) = (B⃗ · ∇)A⃗+ (∇ · B⃗)A⃗− (A⃗ · ∇)B⃗ − (∇ · A⃗)B⃗, (6)

∇ · (∇φ) = ∇2φ (7)

∇× (∇φ) = 0, (8)

∇ · (∇× A⃗) = 0, (9)

∇× (∇× A⃗) = ∇(∇ · A⃗)−∇2A⃗, (10)

(4)(6) 可选做。
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Problem 6(选做)

推导矢量场的散度、旋度、标量场的梯度在柱坐标系下的可以写成以下形式：

∇ · A⃗ =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aϕ

∂ϕ
+

∂Az

∂z

∇× A⃗ =

(
1

ρ

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
ρ̂+

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
ϕ̂+

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAϕ)−

∂Aρ

∂ϕ

]
ẑ

∇Φ =
∂Φ

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂Φ

∂ϕ
ϕ̂+

∂Φ

∂z
ẑ

(11)

其中 A⃗ = Aρρ̂+Aϕϕ̂+AZ ẑ.

Problem 7(选做)

推导矢量场的散度、旋度、标量场的梯度在球坐标系下的可以写成以下形式：

∇ · A⃗ =
1

r2
∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(Aθ sin θ) +

1

r sin θ

∂Aϕ

∂ϕ

∇× A⃗ =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Aϕ sin θ)− ∂Aθ

∂ϕ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂Ar

∂ϕ
− ∂

∂r
(rAϕ)

]
θ̂

+
1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar

∂θ

]
ϕ̂

∇Φ =
∂Φ

∂r
r̂ +

1

r

∂Φ

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂Φ

∂ϕ
ϕ̂

其中 A⃗ = Ar r̂ ++Aθθ̂ +Aϕϕ̂.
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