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自我介绍

 江西南昌人

 9400->SA9806->2001->2009
 爱好：篮球，集邮

 研究方向：计算机视觉及多媒体信息处理；
人工智能+安全；智能可穿戴设备；
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课程安排

 授课时间：40学时
 32学时上课，6学时习题课、复习和答疑，2学时考试

 课后作业

 每周二交给助教，一周后发回

 评分标准

 期末考试：60分
 课后作业：32分，共8次作业，每次满分4分
 抄作业，该次作业按0分算

 迟交作业，该次作业满分按2分记

 平时表现：8分
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课程教材及预修课程

 教科书
 《离散数学及其应用（原书第8版）本科教学版》（美）

Kenneth H. Rosen 著，徐六通 杨娟 吴斌 译，机械工业出
版社

 参考书
 《离散数学教程》耿素云 屈婉玲 王焊贫 著，北京大学

出版社

 《Discrete Mathematics and its Application (Eighth  
Edition)》 Kenneth H. Rosen 著，机械工业出版社出版

 http://www.mhhe.com/rosen

 预修课程
 多变量微积分、线性代数、概率论与数理统计
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课程内容

 第1章：基础：逻辑和证明

 第2章：基本结构：集合、函数、序列、求
和与矩阵

 第3章：计数（3.1-3.3）
 第4章：高级计数技术（4.1，4.5，4.6）
 第5章：关系

 第6章：图

 第7章：树（7.1-7.2）
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离散数学的内容

离散数学

数理
逻辑

图论 数论
近世
代数
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什么是离散数学

 从某种意义上说，数学可分为连续数学（如数学分析、
微分方程等以研究连续量为对象）和离散数学（如代数、
图论等以研究离散量为对象）。

 离散数学（Discrete Mathematics）
 离散数学是现代数学的一个重要分支，是计算机科学中基础理

论的核心课程

 研究有限个或可数的离散量关系的一门科学。

 研究离散结构的数学分科。

 离散数学充分描述了计算机科学离散性的特征。

 离散数学是随着计算机科学的发展而逐步建立起来的一门新兴
的工具性学科，形成于七十年代。
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离散数学能解决什么问题

 在计算机系统中，有多少种方式可以选择一个合法口令？

 赢彩票的概率是多少？

 两台计算机之间在网络上是否有通路？

 在某一个交通系统下，两个城市之间的最短路径是什么？

 怎样把整数序列按递增序排列？

 完成上述排序需要多少步骤？

 如何证明一个排序方法能正确地排序？

 有多少合法的因特网网址？

中国科学技术大学  刘斌 8中国科学技术大学  刘斌 8数理逻辑与图论《 》



为什么要学习离散数学

 离散数学是计算机科学的数学基础，其基本概念、理
论、方法大量地应用在数字电路、编译原理、数据结
构、操作系统、数据库系统、算法设计、人工智能、
计算机网络等专业课程中，是这些课程的基础课程。

 教会学生如何进行思维：离散数学学习十分有益于概
括抽象能力、逻辑思维能力、归纳构造能力的提高，
能够培养提高学生的数学思维能力和对实际问题的求
解能力。

 学习方法

强调：逻辑性、抽象性

注重：概念、方法与应用
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离散数学的内容

 数学推理：阅读、理解和构造数学证明，包
括数理逻辑和证明方法等

 组合分析：解决计数问题

 离散结构：表示离散对象及其之间的关系的
抽象数学结构，包括集合、关系、图、树等

 算法思维：算法描述、正确性证明、计算时
间分析

 应用和建模：介绍在各领域的应用
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离散数学的内容

离散数学

数理
逻辑

图论 数论
近世
代数
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第一章 基础：逻辑和证明

 1.1 命题逻辑

 1.2 命题逻辑的应用

 1.3 命题等价式

 1.4 谓词和量词

 1.5 嵌套量词

 1.6 推理规则

 1.7 证明导论

 1.8 证明的方法和策略
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1.1 命题逻辑（Logic）
 逻辑学：是一门研究思维形式、规律和推理的科学。分为辩

证逻辑和形式逻辑两种。思维的形式结构包括了概念﹑判断

和推理之间的结构和联系，其中概念是思维的基本单位，通
过概念对事物是否具有某种属性进行肯定或否定的回答，就
是判断。由一个或几个判断推出另一判断的思维形式就是推
理。

 数理逻辑（Mathematical Logic）：用数学方法研究推
理的规律称为数理逻辑。所谓数学方法就是引用一套符号体
系的方法，所以数理逻辑又称作符号逻辑。

 数理逻辑的核心是把逻辑推理符号化, 即变成象数学演算一
样的逻辑演算

 计算机是数理逻辑和电子学相结合的产物
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关于逻辑的故事

上帝真的是万能的吗？

      
       让我们来提出一个问题：上帝是否能创造出一块连自

己都举不起来的石头？
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关于逻辑的故事

上帝真的是万能的吗？

      
       让我们来提出一个问题：上帝是否能创造出一块连自

己都举不起来的石头？

       如果上帝创造出了一块连他自己都举不起来的石头，
那么上帝就不是万能的，因为有一块石头他举不起来。

       如果上帝不能创造出一块连他自己都举不起来的石头，
那么上帝也不是万能的， 因为有一块石头他创造不出
来。

        所以无论上帝是否能创造出这么一块石头，他都不
是万能的。
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关于逻辑的故事

据传，古希腊有一个叫欧提勒士的年轻人，向当时著名的智者普罗
达哥拉斯学习法律。双方签了一个合同，结束学业之后，学生付给老师
一半学费，另一半学费则要等到学生第一次出庭打赢官司，再支付。

          可是学生一直没有打赢官司，剩下的一半学费老师迟迟没有拿到。
老师终于等不及了，就向法庭起诉，要学生支付另一半学费。
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关于逻辑的故事

据传，古希腊有一个叫欧提勒士的年轻人，向当时著名的智者普罗
达哥拉斯学习法律。双方签了一个合同，结束学业之后，学生付给老师
一半学费，另一半学费则要等到学生第一次出庭打赢官司，再支付。

          可是学生一直没有打赢官司，剩下的一半学费老师迟迟没有拿到。
老师终于等不及了，就向法庭起诉，要学生支付另一半学费。

          老师说：“如果你打赢这场官司，依照合同，你得把另一半学费付
给我；如果你打输这场官司，那么根据法庭判决，你也得把另一半学费
付给我。所以，不管你这场官司是赢是输，你都要把学费给我。”
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关于逻辑的故事

据传，古希腊有一个叫欧提勒士的年轻人，向当时著名的智者普罗
达哥拉斯学习法律。双方签了一个合同，结束学业之后，学生付给老师
一半学费，另一半学费则要等到学生第一次出庭打赢官司，再支付。

          可是学生一直没有打赢官司，剩下的一半学费老师迟迟没有拿到。
老师终于等不及了，就向法庭起诉，要学生支付另一半学费。

          老师说：“如果你打赢这场官司，依照合同，你得把另一半学费付
给我；如果你打输这场官司，那么根据法庭判决，你也得把另一半学费
付给我。所以，不管你这场官司是赢是输，你都要把学费给我。”

          学生反驳道：“如果我打输这场官司，依照合同，我不需要把另一
半学费付给你；如果我打赢这场官司，那么根据法庭判决，我也不需要
把另一半学费付给你。所以，不管我这场官司是赢是输，我都不需要把
学费给你。”
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关于逻辑的故事

 理发师悖论（罗素悖论）

   在某个城市中有一位理发师，他的广告词是这样写

的：“本人的理发技艺十分高超，誉满全城。我将为本
城所有不给自己刮脸的人刮脸，我也只给这些人刮脸。
我对各位表示热诚欢迎！”来找他刮脸的人络绎不绝，
自然都是那些不给自己刮脸的人。可是，有一天，这位
理发师从镜子里看见自己的胡子长了，他本能地抓起了
剃刀，你们看他能不能给他自己刮脸呢？

          如果他不给自己刮脸，他就属于“不给自己刮脸的
人”，他就要给自己刮脸，而如果他给自己刮脸呢？他
又属于“给自己刮脸的人”，他就不该给自己刮脸。
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罗素悖论

 将集合分成两类,一类是集合A本身是A的一个元素, 即
A∈A,另一类是集合A本身不是A的一个元素, 即A∉A。

 现构造一个集合S:
 S={A|A∉A}}也就是说S是由满足条件A∉A的那些A

组成的一个新的集合。

 我们要问:S是不是它自己的一个元素? 即S∈S,还是
S∉S。

 既不是S∈S,也不是S∉S, 这个悖论就是著名的罗素悖
论。
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关于逻辑的故事

逻辑推理俱乐部门口贴着一张布告：“欢迎你加入推理俱乐部！只
要你通过推理取得一张申请表, 就可以获得会员资格了！”

           只见桌子上摆着两个盒子：一个圆盒子，一个方盒子。圆盒子上写
着一句话：“申请表不在此盒中”。方盒子上写着一句话：“这两句话
中只有一句是真话”。那么申请表在哪个盒子里呢？
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关于逻辑的故事

逻辑推理俱乐部门口贴着一张布告：“欢迎你加入推理俱乐部！只
要你通过推理取得一张申请表, 就可以获得会员资格了！”

           只见桌子上摆着两个盒子：一个圆盒子，一个方盒子。圆盒子上写
着一句话：“申请表不在此盒中”。方盒子上写着一句话：“这两句话
中只有一句是真话”。那么申请表在哪个盒子里呢？

 设方盒子上写的话（“这两句话中只有一句是真话”）是真的，推
出圆盒子上的话（“申请表不在此盒中”）是假的。推出申请表在
圆盒子中。

 设方盒子上的话（“这两句话中只有一句是真话”）是假的，推出
圆盒子上的话也是假的。推出申请表在圆盒子中。

 或者方盒子上的话是真的，或者方盒子上的话是假的。总之，申请
表在圆盒子中。
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逻辑学的简单历史

 古典形式逻辑：亚里斯多德的直言三段论理论

     所有大学生都是青年； 
     参加大运会的运动员是大学生； 
     所以，参加大运会的运动员是青年。
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例
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逻辑学的简单历史

 古典形式逻辑：亚里斯多德的直言三段论理论

 初始阶段（1660s — 19 世纪末）：将数学应用于逻
辑
 莱布尼兹（Leibniz）：现代逻辑的首席创始人

 布尔（G. Boole）：奠基人，逻辑的数学分析

 过度阶段（19 世纪末— 1940 前后）：逻辑应用于数
学
 康托尔(G. Cantor)：建立了朴素集合论

 罗素(Bertrand Russell)：《数学原理》

 成熟阶段（1930s — 1970s）：成为数学的独立分支
 成为计算机科学的理论基础
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命题（Proposition）

                命题：是一个或真或假的陈述语句，但不
能既真又假。
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定义

例
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能既真又假。

中国科学技术大学  刘斌 26

定义

例

中国科学技术大学  刘斌 26数理逻辑与图论《 》



命题（Proposition）

                命题：是一个或真或假的陈述语句，但不
能既真又假。

 命题变元：命题的字母表示，p, q, r, s, …

 命题的真值（true value）：真命题的真值用“T”表
示，假命题的真值用“F”来表示

 命题逻辑（propositional logic）或命题演算
（propositional calculus）：涉及命题的逻辑领域，
2300年前由古希腊哲学家亚里士多德创建
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定义
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命题的否定

                命题的否定（negation）：令p为一命题，
则语句“不是p所说的情形”是另一个命题，称为p的
否定，用“┐p”表示。命题“┐p”读为“非p”。
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定义

例
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真值表和运算符

 真值表（truth table）给出了命题真值之间的关系。

 运算符（operator）可以从已有命题构造新命题。有时可称为联
接词（connective）。

 非运算符： ┐
 原子命题（ Atomic Proposition ）：不含逻辑运算符的命题，

不可拆分

 复合命题（Compositional Proposition） ：用逻辑运算符组合
命题构造出的新命题
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合取（conjunction）

               令p和q为命题。用p∧q表示这样一个命题：
当p和q均为真命题时它为真，否则为假。命题p∧q称
为p和q的合取。
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定义

中国科学技术大学  刘斌 30数理逻辑与图论《 》



合取（conjunction）

               令p和q为命题。用p∧q表示这样一个命题：
当p和q均为真命题时它为真，否则为假。命题p∧q称
为p和q的合取。

            p：今天是星期五；

            q：今天下雨；

         p∧q：今天是星期五而且下雨。

 日常用语里的“和”、“与”、“并且”一般表示同类事物的并
列;而形式逻辑中的∧只关心命题与命题之间的真值关系,并不考虑
两命题是否有意义上的联系
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定义

例
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析取（disjunction）

               令p和q为命题。用p∨q表示这样一个命题：
当p和q均为假命题时它为假，否则为真。命题p∨q称
为p和q的析取。
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析取（disjunction）

               令p和q为命题。用p∨q表示这样一个命题：
当p和q均为假命题时它为假，否则为真。命题p∨q称
为p和q的析取，又称兼或。

          “选修过微积分或者计算机科学的学生可选修本课”            
           
            p：选修过微积分的学生；

            q：选修过计算机科学的学生；

            p∨q：选修过微积分或者计算机科学的学生。

中国科学技术大学  刘斌 33

定义

例

中国科学技术大学  刘斌 33数理逻辑与图论《 》



          “选修过微积分或者计算机科学，但不是两者都学
过的学生，可选修本课”            

           
          “汤或沙拉，加一道小菜”
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异或（exclusive or）
               令p和q为命题。p和q的异或，用p⊕q表示，

是这样一个命题：当p和q中恰有一个为真时它为真，
否则为假。

          “选修过微积分或者计算机科学，但不是两者都学
过的学生，可选修本课”            

           
          “汤或沙拉，加一道小菜”
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异或（exclusive or）
               令p和q为命题。p和q的异或，用p⊕q表示，

是这样一个命题：当p和q中恰有一个为真时它为真，
否则为假。
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蕴含（implication）

               令p和q为命题。蕴含p→q是这样一个命题：
当p为真而q为假时它为假，否则为真。p称为假设（或
前提，前项），q称为结论（或推论）。一个蕴含有时
也称为条件语句（conditional statement）
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表示蕴含的术语

 

 注意：只有在p为真而q为假时， p→q才为假。如果p
为假，则不管q的真值是什么， p→q都为真。
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蕴含的例子

 一个政治家说：“如果我当选了，那么我将会减税”；

 “如果今天天晴，那么我们将去海滩”；

 “如果今天是星期五，那么2+3=5”；

 “如果今天是星期六，那么2+3=6”；

 计算机语言“if then”和蕴含的区别

     “if 2+2=4 then x:=x+1”
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蕴含的逆、倒置和反

 蕴含： p→q
 逆蕴含（converse implication）： q→p
 倒置蕴含（contrapositive implication）: ┐q→ ┐p
 反蕴含（inverse implication）： ┐p→ ┐q

 倒置蕴含和蕴含有相同的真值

 逆蕴含和反蕴含有相同的真值，但与蕴含的真值不同

 等价（equivalent）：两个复合命题总是具有相同的
真值时，我们称这两个命题等价
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蕴含的例子

“每当下雨时，主队就能获胜”

          蕴含：如果下雨，主队就能获胜；

          倒置蕴含：如果主队没有获胜，那么没有下雨；

          逆蕴含：如果主队获胜，那么下雨了；

          反蕴含：如果没有下雨，那么主队没有获胜；
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双蕴含（bi-imiplication）

               令p和q为命题。双蕴含p↔q是这样一个命
题：当p和q具有相同真值时它为真，否则为假。一个
双蕴含有时也称为双条件语句（biconditional
statement）。
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双蕴含的含义

 双蕴含p↔q恰在p→q和q→p均为真时为真。我们常用
术语“p当且仅当q”来表示这一双蕴含。

 p↔q与(p→q) ∧(q→p)有完全相同的真值。

          p：你可以坐飞机；

          q：你买机票了；

          p↔q：你可以坐飞机当且仅当你买机票了；

中国科学技术大学  刘斌 43

例

中国科学技术大学  刘斌 43数理逻辑与图论《 》



双蕴含的含义

 双蕴含p↔q恰在p→q和q→p均为真时为真。我们常用
术语“p当且仅当q”来表示这一双蕴含。

 p↔q与(p→q) ∧(q→p)有完全相同的真值。

 “当且仅当”结构在自然语言中很少使用，我们一般用
相对简单的结构来表示。比如说，“你吃完饭才可以吃
甜点”。双蕴含的部分含义是隐含的，这就造成了在有
些情况下，自然语言的不精确性。而在数学上，双蕴含
和单蕴含是有明确区分的。

 自然语言和逻辑的区别
 逻辑：p↔q= q↔p
 自然语言：不一定。如p：吃完饭；q：可以吃甜点
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逻辑运算符的优先级

 在容易混淆的情况下，尽量使用括号  
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逻辑运算和位运算

 计算机用字位（bit）来表示信息，每个字位有两个可
能的值：0或1；

 用字位来表示真值

 布尔变量（Boolean variable）
 字位运算（bit operation）：对应逻辑联接词
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逻辑运算和位运算

 计算机用字位（bit）来表示信息，每个字位有两个可
能的值：0或1；

 用字位来表示真值

 布尔变量（Boolean variable）
 字位运算（bit operation）：对应逻辑联接词

 位串（bit string）：0个或多个字位的序列，位串的
长度就是它所含字位的个数；

 长度相同的两个位串的按位（bitwise）运算：运算结
果的每个字位均由北运算的两个位串地对应字位经运算
得到
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逻辑运算和位运算

 长度相同的两个位串的按位（bitwise）运算：运算结
果的每个字位均由被运算的两个位串地对应字位经运算
得到
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命题逻辑的应用-翻译语言的句子

 由于语言的二义性，需要把句子译成逻辑表达式以消除
歧义

 有时需要在句子含义基础上做一些合理的假设

           “只有你主修计算机科学或不是新生，才可以从
校园网访问因特网”

          a：你从校园网访问因特网；

          c：你主修计算机科学；

f：你是一个新生；

          a→(c ∨ ┐f)
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翻译语言的句子

 由于语言的二义性，需要把句子译成逻辑表达式以消除
歧义

 有时需要在句子含义基础上做一些合理的假设

           “只有你主修计算机科学或不是新生，才可以从
校园网访问因特网”

          a：你可以从校园网访问因特网；

          c：你主修计算机科学；

f：你是一个新生；

          a ↔(c ∨ ┐f)
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翻译语言的句子

 由于语言的二义性，需要把句子译成逻辑表达式以消除
歧义

 有时需要在句子含义基础上做一些合理的假设

           “除非你已满16周岁，否则只要你身高不足4英
尺就不能乘公园滑行铁道游乐车”

          q：你能乘公园滑行铁道游乐车；

          r：你身高不足4英尺；

s：你已满16周岁；

          (r ∧ ┐s)→┐q
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系统规范说明

 在说明硬件系统和软件系统时，把自然语言语句翻译成
逻辑表达式是很重要的一部分。这些说明可以作为系统
开发的基础。

           表示规范说明“当文件系统满时，自动应答不能
够发出”

          p：自动应答能够发出；

          q：文件系统满了；

                  q →┐p
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系统规范说明的一致性

 系统规范说明不应该存在冲突，因此，表示这些规范说
明的命题表达式应该是一致的。

 也就是说，对表达式中的各个变量，必然有一个真值赋
值使所有表达式为真。

           
1. 诊断消息存储在缓冲区中或是被重传；

2. 诊断消息没有存储在缓冲区中；

3. 如果诊断消息存储在缓冲区中，那么它被重传；
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系统规范说明的一致性

 系统规范说明不应该存在冲突，因此，表示这些规范说
明的命题表达式应该是一致的。

 也就是说，对表达式中的各个变量，必然有一个真值赋
值使所有表达式为真。

           
1. 诊断消息存储在缓冲区中或是被重传；p∨q
2. 诊断消息没有存储在缓冲区中； ┐p
3. 如果诊断消息存储在缓冲区中，那么它被重传； p→q 

p：诊断消息存储在缓冲区中； q：诊断消息被重传
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系统规范说明的一致性

 系统规范说明不应该存在冲突，因此，表示这些规范说
明的命题表达式应该是一致的。

 也就是说，对表达式中的各个变量，必然有一个真值赋
值使所有表达式为真。

           
1. 诊断消息存储在缓冲区中或是被重传；p∨q
2. 诊断消息没有存储在缓冲区中； ┐p
3. 如果诊断消息存储在缓冲区中，那么它被重传； p→q 

p：诊断消息存储在缓冲区中； q：诊断消息被重传

p为假，q为真
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系统规范说明的一致性

 系统规范说明不应该存在冲突，因此，表示这些规范说
明的命题表达式应该是一致的。

 也就是说，对表达式中的各个变量，必然有一个真值赋
值使所有表达式为真。

           
1. 诊断消息存储在缓冲区中或是被重传；p∨q
2. 诊断消息没有存储在缓冲区中； ┐p
3. 如果诊断消息存储在缓冲区中，那么它被重传； p→q 
4. 诊断消息不被重传； ┐q
p：诊断消息存储在缓冲区中； q：诊断消息被重传

p为假，q为真                 系统不可实现！
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布尔搜索
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逻辑谜题（logic puzzles）
 可以用逻辑推理解决的问题称为逻辑谜题。
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逻辑“难题”（logic puzzles）
 可以用逻辑推理解决的“难题”称为逻辑“难题”。
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逻辑电路

 逻辑电路（数字电路）是计算机硬件设计中最基本的单
元。
 三种简单的基本逻辑门电路：输入为二值信号（0,1）
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1.3 命题等价

 永真式（tautology，重言式）：无论其中出现的原
子命题的真值是什么，复合命题的真值永远是真；

 矛盾（contradiction）：真值永远为假的复合命题；

 可能式（contingency）：既不是永真式，又不是矛
盾的命题。
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重言式的性质

 任何两个重言式的合取、析取、蕴含或双蕴含，仍然是
一个重言式。
 由简单的重言式可构造出复杂的重言式

 由重言式使用公认的规则可以产生许多有用等价式和蕴含式

 一个重言式，对同一原子命题都用任何原子命题/复合
命题置换，其结果仍为一重言式。
 置换时被替换的是原子命题，而不能是整个复合命题；

 置换时必须对同一原子命题处处替换以同一公式；

 例如：可用(r∨s)来替换(p∨¬p)∨q中的p，结果仍是重言式；
但若用(r∨s)替换(p∨¬p)；则不能保持重言式；用(r∨s)只替
换一处p得到的(r∨s)∨¬p∨q也不是重言式

 对于矛盾式也有类似的性质
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逻辑等价

                逻辑等价（logical equivalences）：
如果p↔q是永真式，命题p和q称为是逻辑等价的，用
记号p≡q来表示，有时也用p⇔q来表示；

 p⇔q与p↔q是两个概念；

 判定两个命题是否等价：使用真值表

   德摩根定律： ┐(p∨q) ≡ ┐p∧┐q
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逻辑等价

                逻辑等价（logical equivalences）：
如果p↔q是永真式，命题p和q称为是逻辑等价的，用
记号p≡q来表示，有时也用p⇔q来表示；

 判定两个命题是否等价：使用真值表

   证明p∨(q∧r) ≡ (p∨q)∧(p∨r)
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逻辑等价

                逻辑等价（logical equivalences）：
如果p↔q是永真式，命题p和q称为是逻辑等价的，用
记号p≡q来表示，有时也用p⇔q来表示；

 判定两个命题是否等价：使用真值表
 涉及n个原子命题的复合命题，需要2n行

 当n较大时，真值表方法行不通

 判定两个命题是否等价：使用已建立的等价关系来构造
其他等价关系

 复合命题中的一个命题可以用与它逻辑等价的命题替换，而不
改变复合命题的真值
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重要的等价关系
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重要的等价关系
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逻辑等价的性质及例子

 逻辑等价的性质，和数学中等号性质类似
 自反性： p⇔p
 对称性： 若p⇔q，则q⇔p
 传递性：若p⇔q， q⇔r，则p⇔r

 判定两个命题是否等价：使用已建立的等价关系来构造
其他等价关系

           证明┐(p∨(┐p∧q) ≡ ┐p∧┐q 

            证明 (p∧q)→(p∨q)为永真式
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逻辑等价的例子

   在某研讨会的休息时间，3 名与会者根据王教授的口
音对他是哪个省市的人进行了判断：

 甲说王教授不是南京人，是上海人；

 乙说王教授不是上海人，是南京人；

 丙说王教授既不是上海人，也不是杭州人。

   听完以上3 人的判断后，王教授笑着说，他们3 人中有
一人说的全对，有一人说对了一半, 另一人说的全不对。
试分析王教授是哪里人？
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逻辑等价的例子

解：设N：王教授是南京人，S：王教授是上海人，
H：王教授是杭州人；
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逻辑等价的例子
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为真命题



逻辑等价的例子
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逻辑等价的例子
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这一类的推理在报纸、杂志的智力游戏里经常可以看到. 平时我们
处理这类推理时并没有这么复杂. 比如: 假设“甲说的全对”, 由乙
与甲所说相反, 则乙说的全错, 同时丙说对了一半. 这个假设与王教
授所说不矛盾, 所以假设成立, 问题解决. 或者: 王教授不可能同时是
两个城市的人, 则丙至少说对了一半, 从而全错只可能是甲乙之一, 
然后再来作判断. 这个例子放在这里只是为了说明一种方法.



命题的可满足性

 一个复合命题称为可满足的：如果存在一个对其变元的
真值赋值使其为真（永真式+可能式）

 判断可满足性
 真值表

 是否逻辑等价于矛盾式

 逻辑推理
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命题的可满足性-数独求解

 大九宫格数独
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命题的可满足性-数独求解

 命题p(i,j,n)：当数n位于第i行第j列的单元时为真

 数独的解需满足（以下所有的合取）：
 已知数对应单元的p(i,j,n)为真，如p(1,7,4)
 每一行包含了每一个数

 每一列包含了每一个数

 每一个九宫格包含了每一个数

 没有一个单元包含多余一个数
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 亚里斯多德的直言三段论理论

     所有大学生都是青年；                    P
     参加大运会的运动员是大学生；   Q
     所以，参加大运会的运动员是青年。   R

 正确的推理，但在命题逻辑中却无法得到证明

P∧Q→ R是重言式？？
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1.4 谓词和量词

出现问题的原因在于，三段论中，结论R与前提P，Q的内在联
系不可能在命题逻辑中表示出来。

为了刻划命题内部的逻辑结构，就需研究谓词逻辑



谓词（predicate）
 在研究某些推理时，有必要对命题作进一步分析，分析出其中的

个体词，谓词和量词，研究它们的形式结构的逻辑关系、正确的
推理形式和规则，这些正是谓词逻辑的基本内容

 命题是具有确定真值的陈述句，从语法上分析，一个陈述句由主
语和谓语两部分组成。主语是谓语陈述的对象（称为客体或个
体），指出谓语说的是“谁”或者“什么”；谓语是用来陈述主
语的，说明主语“怎么样”或者“是什么”（称为谓词）
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李宁是体操运动员。
主语      谓语
苏格拉底是古希腊哲学家。
主语               谓语
张三比李四高。
主语         谓语

在反映判断的句子
中，用以刻划客体
的性质或关系的部
分即是谓词



谓词

 含变量的语句，在变量值未知时，语句既不为真，也不
为假：“x>3”，“x=y+3”，“x+y=z”

 命题函数（propositional function）：谓词
（predicate）和变量的组合
 P(x1, x2, …, xn)表示命题函数P在n元组（n-tupie）(x1, 

x2, …, xn)的值，P也称为谓词，用来描述个体的属性以及个
体之间的关系；

P(x)：x>3
Q(x,y)：x=y+3
R(x,y,z)：x+y=z
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谓词

 含变量的语句，在变量值未知时，语句既不为真，也不
为假：“x>3”，“x=y+3”，“x+y=z”

 命题函数（propositional function）：谓词
（predicate）和变量的组合
 P(x1, x2, …, xn)表示命题函数P在n元组（n-tupie）(x1, 

x2, …, xn)的值，P也称为谓词
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量词

                量化（quatification）：从命题函数产
生命题
 全称量化∀ （universal quatification）：Any首字母的倒写

 存在量化∃ （existential quatification）：Exist首字母的反
写

 谓词演算（predicate calculus）：与谓词和量词相关
的逻辑领域

 论域（domain of discourse）：命题函数中变量的
定义域
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
的所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。

         P(x)：x+1>x
论域：实数集合

         ∀xP(x)=？
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
的所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。

         P(x)：x+1>x
论域：实数集合

         ∀xP(x)=T
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。

         P(x)：x<2
论域：实数集合

         ∀xP(x)=？
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。

         P(x)：x<2
论域：实数集合

         ∀xP(x)=F
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

       ∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)

         P(x)：x2<10
论域：不超过4的正整数

         ∀xP(x)=F
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

       ∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)

         P(x)：x2<10
论域：不超过3的正整数

         ∀xP(x)=T
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

       ∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)
 使用量词时，论域是很重要的

         P(x)：x2 ≥ x
论域：实数

         ∀xP(x)=F
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

       ∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)
 使用量词时，论域是很重要的

         P(x)：x2 ≥ x
论域：整数

         ∀xP(x)=T
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全称量化

                P(x)的全称量化是命题“P(x)对x在其论域
德所有值为真”，记为∀xP(x)。其中∀称为全称量词。
命题∀xP(x)表示为“对所有x，P(x)”或“对每个x，
P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

       ∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)
 使用量词时，论域是很重要的

 反例（counterexample）：论域中使P(x)为假的x的取值

            
P(x)：x2>0
论域：整数

反例：x=0
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存在量化

                P(x)的存在量化是命题“论域中存在一个
元素x使P(x)为真”，记为∃xP(x)。其中∃称为存在量
词。命题∃xP(x)表示为“有一个x使得P(x)”或“对某
个x，P(x)”。

         
            P(x)：x>3

论域：实数集合

               ∃xP(x)=T
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存在量化

                P(x)的存在量化是命题“论域中存在一个
元素x使P(x)为真”，记为∃xP(x)。其中∃称为存在量
词。命题∃xP(x)表示为“有一个x使得P(x)”或“对某
个x，P(x)”。

         
            P(x)：x=x+1

论域：实数集合

               ∃xP(x)=F
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存在量化

                P(x)的存在量化是命题“论域中存在一个
元素x使P(x)为真”，记为∃xP(x)。其中∃称为存在量
词。命题∃xP(x)表示为“有一个x使得P(x)”或“对某
个x，P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

         ∃xP(x) ≡ P(x1)∨P(x2)∨….∨P(xn)
 使用量词时，论域是很重要的

            
P(x)：x2>10
论域：{1,2,3,4}

               ∃xP(x)=T
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存在量化

                P(x)的存在量化是命题“论域中存在一个
元素x使P(x)为真”，记为∃xP(x)。其中∃称为存在量
词。命题∃xP(x)表示为“有一个x使得P(x)”或“对某
个x，P(x)”。
 当论域中的所有元素可以一一列出时

         ∃xP(x) ≡ P(x1)∨P(x2)∨….∨P(xn)
 使用量词时，论域是很重要的

            
P(x)：x2>10
论域：{1,2,3}

               ∃xP(x)=F

中国科学技术大学  刘斌 94

定义

例

中国科学技术大学  刘斌 94数理逻辑与图论《 》



量词总结
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 唯一性量词（∃!或∃1）：存在唯一的x使P(x)为真

∃! xP(x)
 量词的优先级：高于合取/析取等逻辑运算符

∃xP(x)∧Q(x)=(∃xP(x))∧Q(x)



绑定变量

 当量词作用于变量x或给这一变量赋值时，我们说此变
量的这一次出现为绑定（bound）的；

 没有被量词绑定或设置为与某一特定值相等的变量出现
为自由（free）的； 
 出现在命题函数中的所有变量必须通过绑定，才能把此命题函

数转变成命题

 逻辑表达式中应用量词的部分称为这个量词的作用域
（scope）。

 判定一个变量是否自由：在指定这个变量的公式中，变量在所
有量词的作用域之外  



∃xQ(x,y)                     ∃x(P(x) ∧Q(x)) ∨∀xR(x)
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绑定变量

 当量词作用于变量x或给这一变量赋值时，我们说此变
量的这一次出现为绑定（bound）的；

 没有被量词绑定或设置为与某一特定值相等的变量出现
为自由（free）的； 
 出现在命题函数中的所有变量必须通过绑定，才能把此命题函

数转变成命题

 逻辑表达式中应用量词的部分称为这个量词的作用域
（scope）。

 判定一个变量是否自由：在指定这个变量的公式中，变量在所
有量词的作用域之外  

 只要作用域不重叠，相同的字母可以用于表示被不同量词绑定
的变量
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量词的否定

 全称量词的否定

         P(x)：x学过一门微积分课

         论域：全班学生

         ∀x P(x)：班上每个学生都学过一门微积分课

      ┐(∀x P(x))：并非班上每个学生都学过一门微积分课

       ∃x ┐P(x)：班上有个学生没有学过微积分课

                    ┐(∀x P(x))≡ ∃x ┐P(x)
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量词的否定

中国科学技术大学  刘斌 99

例

中国科学技术大学  刘斌 99数理逻辑与图论《 》



涉及量词的逻辑等价

 涉及谓词和量词的逻辑等价：当且仅当无论用什么谓词
代入这些语句，也无论为这些命题函数里的变量指定什
么论域，它们都有相同的真值。用S≡T表示。

 证明：                                                     是
逻辑等价的（始终采用同一个论域）
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涉及量词的逻辑等价

 涉及谓词和量词的逻辑等价：
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∀xP(x) ≡ P(x1)∧P(x2)∧…. ∧P(xn)

∃xP(x) ≡ P(x1)∨P(x2)∨….∨P(xn)



翻译语句为逻辑表达式

使用谓词和量词表达语句“班上的每个学生都学过微
积分课”

         
        C(x)：x学过微积分课

         论域：全班学生

         ∀x C(x)：班上每个学生都学过微积分课
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翻译语句为逻辑表达式

使用谓词和量词表达语句“班上的每个学生都学过微
积分课”

         
        C(x)：x学过微积分课

         论域：所有人

         S(x)：x是班上的学生

               
                           ∀x(S(x)→C(x))
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翻译语句为逻辑表达式

使用谓词和量词表达语句“班上的每个学生都学过微
积分课”

         
        Q(x,y)：学生x学过课程y
         论域：所有人，所有课程

         S(x)：x是班上的学生

               
                           ∀x(S(x)→Q(x，微积分))
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选自Lewis Caroll的例子

         

      P(x)：x是只蜂鸟            论域：所有鸟

      Q(x)：x是大的

      R(x)：x以蜜为生

      S(x)：x五彩斑斓
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1.5 嵌套量词

 嵌套量词（Nested Quantifiers）：出现在其他量词
的作用域中的量词。
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循环量化思考

 循环量化思考：借助嵌套循环来思考多个变量使用量词
的情况。
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循环量化思考

Q(x,y,z):x+y=z
         论域：所有实数

∀x∀y ∃ zQ(x,y,z)= ?

            ∃ z∀x∀yQ(x,y,z)= ?
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循环量化思考

Q(x,y,z):x+y=z
         论域：所有实数

∀x∀y ∃ zQ(x,y,z)= T

            ∃ z∀x∀yQ(x,y,z)= F
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量词的顺序

 除非所有量词均为全称量词或存在量词，否则量词的顺
序是很重要的。

          P(x,y):x+y=y+x
          论域：所有实数

∀x∀yP(x,y)= ?
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量词的顺序

 除非所有量词均为全称量词或存在量词，否则量词的顺
序是很重要的。

          P(x,y):x+y=y+x
          论域：所有实数

∀x∀yP(x,y)= T
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量词的顺序

 除非所有量词均为全称量词或存在量词，否则量词的顺
序是很重要的。

          Q(x,y):x+y=0
         论域：所有实数

∃y∀xQ(x,y)= ？

∀x∃yQ(x,y)= ？
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量词的顺序

 除非所有量词均为全称量词或存在量词，否则量词的顺
序是很重要的。

          Q(x,y):x+y=0
         论域：所有实数

∃y∀xQ(x,y)= F

∀x∃yQ(x,y)= T
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翻译涉及嵌套量词的语句

 写出表达式中的量词和谓词的含义

 用简单的句子来表达这个含义

         F(a,b)：a和b是朋友

         论域：学校所有学生
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翻译涉及嵌套量词的语句

 写出表达式中的量词和谓词的含义

 用简单的句子来表达这个含义

         F(a,b)：a和b是朋友

         论域：学校所有学生

         
          有个学生，他的朋友之间都不是朋友
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将语句翻译成逻辑表达式

将语句“每个人都恰有一个最好的朋友”翻译成逻辑
表达式

B(x,y):y是x的最好的朋友

         论域：所有人   
x恰有一个最好的朋友意味着有一个人y是x的最好的朋
友，而且，对每个人z，若果z不是y，那么z不是x的最
好的朋友。
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将语句翻译成逻辑表达式

将语句“有一个妇女已搭乘过世界上每一条航线上的
航班”翻译成逻辑表达式

        
          P(w,f)：w搭乘过f
          Q(f,a)：f是a上的航班

          论域：所有妇女，所有航班，所有航线
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将数学语句翻译成逻辑表达式

将语句“两个正整数的和是正数”翻译成逻辑表达式。

x：正整数

y：正整数

论域：全体整数
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将数学语句翻译成逻辑表达式

将语句“每个实数（除了零）都有乘法逆元”翻译成
逻辑表达式。

x：实数，x≠0
论域：实数
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否定嵌套量词

 可以通过连续的应用否定单个量词的规则来否定带嵌套
量词的语句

中国科学技术大学  刘斌 120中国科学技术大学  刘斌 120数理逻辑与图论《 》



否定嵌套量词

 可以通过连续的应用否定单个量词的规则来否定带嵌套
量词的语句

      使用量词表示语句“没有一个妇女已搭乘过世界上每
一条航线上的航班”

 
 P(w,f)：w搭乘过f
 Q(f,a)：f是a上的航班

 论域：所有妇女

 所有航班

          所有航线
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1.6 推理规则

 定理（theorem）：可以被证明为真的命题。

 证明（proof）：用一系列命题来证明一条定理为真，
这些命题就形成一项论证，称为证明。

 公理（axioms）：或称为公设（postulates），是
关于数学结构的基本假设。

 推理规则（rules of inference）：是从其他断言得
出结论所用的方法，用来把证明的各个步骤联系起来。

 引理（lemma）：在其他定理证明中所用的简单定理

 推论（corollary）：从已经证明了的定理直接证实的
命题

 猜想（conjecture）：真值未知的命题。
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推理规则

 假言推理（modus ponens）：又称分离规则（law 
of detachment），以重言式(p∧(p→q))→q为基础

的推理规则。假言推理是说，若蕴含式及其前提为真，
则这个蕴含式的结论为真。
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假言推理的例子

 假言推理（modus ponens）：又称分离规则（law 
of detachment），以重言式(p∧(p→q))→q为基础

的推理规则。假言推理是说，若蕴含式及其前提为真，
则这个蕴含式的结论为真。
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一些基本的推理规则
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p⇒(p∨q)



假言三段论的例子

p:今天下雨

q:我们今天将不野餐

r:我们明天将野餐

         这个论证是假言三段论（hypothetical syllogism）
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有效论证

 若每当所有的前提都为真时，结论也为真，则这样的论
证称为有效的。
 设p1, p2, …, pn和q是命题，当且仅当

                                         为一重言式，称q为p1, p2, …, 
pn的有效结论，记为(p1 ∧ p2 ∧ … ∧ pn)⇒q；

 有效论证强调的是推理的有效性，而不在于结论是否正确：当
在有效论证中用到一个或多个假命题时，该论证可能得出不正
确的结论；

 当存在许多前提时，为了证明一个论证是有效的，就常常需要
多个推理规则
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有效论证的例子

p:今天下午出太阳

q:今天比昨天冷

r:我们将去游泳

s:我们将乘独木舟游览

t:我们将在黄昏时回家
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消解

 消解（resolution）：基于以下永真式的推理规则，析
取q∨r称为消解式（resolvent）。

 在计算机程序中经常使用的推理规则；

 当r=F时，消解规则成为了析取三段论规则

     使用消解证明假设“Jasmine在滑雪或没有下雪”和“下雪了或
Bart在打曲棍球”蕴含结论“Jasmine在滑雪或Bart在打曲棍
球。”

p:下雪了

q: Jasmine在滑雪

r: Bart在打曲棍球

假设为： ┐p∨q， p∨r     消解得到： q∨r
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消解

 消解（resolution）：基于以下永真式的推理规则，析
取q∨r称为消解式（resolvent）。

 在计算机程序中经常使用的推理规则；

 当r=F时，消解规则成为了析取三段论规则
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谬误

 肯定结论谬误（fallacy of affirming the 
conclusion）：命题[(p→q)∧q]→p不是重言式。

 否定假设谬误（fallacy of denying the 
hypothesis）：命题[(p→q)∧ ┐p]→ ┐q不是重言式。

  下面的论证是否有效？

若你做过本书的每一道练习，则你学习过离散数学。
你学习过离散数学。因此你做过本书的每一道练习。

p:你做过本书的每一道练习

q: 你学习过离散数学
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谬误

 肯定结论谬误（fallacy of affirming the 
conclusion）：命题[(p→q)∧q]→p不是重言式。

 否定假设谬误（fallacy of denying the 
hypothesis）：命题[(p→q)∧ ┐p]→ ┐q不是重言式。

  下面的论证是否有效？

若你做过本书的每一道练习，则你学习过离散数学。
你没有做过本书的每一道练习。因此你没有学习过离散
数学。

p:你做过本书的每一道练习

q: 你学习过离散数学
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带量词命题的推理规则
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证明前提“在这个班上的某个学生没有读过书”和
“班上的每个人都通过了第一门考试”蕴含结论“通过
考试的某个人没有读过书”。

C(x):x在这个班中  
B(x):x读过书了

P(x):x通过了第一门考试

论域：所有学生

 

         

带量词命题的推理规则
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命题推理规则和量词推理规则的结合

 数学论证中常常既使用命题推理规则，又使用量词推理
规则。
 全称例示和假言推理结合：∀x(P(x)→Q(x))∧P(c) → Q(c)

 全称生成规则在定理证明中，有时候不明确指出。
 若a，b是正实数，则a>b推出a2>b2；
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P(x)：x是大学生；Q(x)：x是青年；c：参加大运会的运动员

所有大学生都是青年；                      ∀x(P(x)→Q(x)) 
 参加大运会的运动员是大学生； P(c)
 所以，参加大运会的运动员是青年。  Q(c)

例



1.7 证明导论

 定理（theorem）：可以被证明为真的命题。

 证明（proof）：用一系列命题来证明一条定理为真，
这些命题就形成一项论证，称为证明。

 公理（axioms）：或称为公设（postulates），是
关于数学结构的基本假设。

 推理规则（rules of inference）：是从其他断言得
出结论所用的方法，用来把证明的各个步骤联系起来。

 引理（lemma）：在其他定理证明中所用的简单定理

 推论（corollary）：从已经证明了的定理直接证实的
命题

 猜想（conjecture）：真值未知的命题。
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 直接证明（direct proof）
 间接证明（proof by contraposition）
 空证明（vacuous proof）
 平凡证明（trivial proof）
 归谬证明（proof by contradiction）
 分情形证明

 等价性证明（proof of equivalence）
     

 

         

证明定理的方法
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直接证明

 直接证明：通过证明若p为真则q也必然为真，来证明
蕴含式p→q为真；

              
             整数n是偶数，如果存在一个整数k是的n=2k；

整数n是奇数，如果存在一个整数k是的n=2k+1。

        给出定理“若n是奇数，则n2是奇数”的直接证明
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定义

例
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间接证明（反证法）

 间接证明：通过证明逆否命题┐q→┐p ，来证明蕴含式
p→q；

              

       给出定理“若3n+2是奇数，则n是奇数”的间接证
明
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空证明和平凡证明

 空证明：通过证明p为假，来证明蕴含式p→q为真；

 主要用于证明一些定理的特殊情况  
       
      证明命题P(0)为真，其中P(n)是命题函数“若n>1，

则n2>n”
 平凡证明：通过证明q为真，来证明蕴含式p→q为真；

 主要用于证明定理的特殊情形以及数学归纳法中

       

设P(n)是命题“若a和b是满足的a≥b的正整数，则
an ≥bn”。证明P(0)为真。

中国科学技术大学  刘斌 140

例

例

中国科学技术大学  刘斌 140数理逻辑与图论《 》



归谬证明

 归谬证明：假定可以找到矛盾式q（比如q=r∧┐r）使
得┐p→q为真，即┐p→F为真，则命题┐p必然为假，
所以p必然为真。

              
        通过给出归谬证明来证明  是无理数。

              实数r是有理数，若存在整数p和q(q≠0)使得
r=p/q。不是有理数的实数称为无理数。
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中国科学技术大学  刘斌 141数理逻辑与图论《 》



等价性证明

 等价性证明：为了证明形如p↔q的命题，可以使用重
言式                                                    ，若需证明多个
命题等价，则可使用重言式
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反例

 反例：一般用于证明形如∀xP(x)的语句为假。

 无论存在多少个使P(x)为真的特例， ∀xP(x)的语句仍可能为
假
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证明中的错误
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1.8 证明方法和策略-分情形证明

 分情形证明：为了证明蕴含式(p1∨p2∨… ∨pn) →q，
使用以下重言式来作为推理规则

      p：x和y都是实数

q：|xy|=|x||y|
P1:x≥0,y≥0
P2:x≥0,y<0
P3:x<0,y≥0
P4:x<0,y<0
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分情形帮助证明

 分情形证明：当没有明显方式可以开始证明，而分情形
后，每种情形的额外信息可以帮助证明时。
 绝对值：负数，非负数

 被n整除：nk,nk+1,…,nk+n-1

证明：如果n是不能被2或3整除的整数，则n2-1能被24
整除。

证明：x2+3y2=8没有整数解 x和y。
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证明中的错误
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定理和量词 – 存在性证明

 存在性证明：形如∃xP(x)的命题的证明。
 构造性的存在性证明：通过找出一个使得P(a)为真的元素a来

证明

       证明存在某个正整数，可以用两种不同的方法将其表示为正
整数的立方和。

                   1729=103+93=123+13

 非构造性的存在性证明：通过其它方法来证明

     证明存在无理数x和y使得xy是有理数
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唯一性证明

 唯一性证明：证明具有特定性质的元素唯一存在。即证
明∃x(P(x)∧∀y(y≠x→┐P(y)))。
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证明策略

 蕴含式的证明：先尝试直接证明，再尝试间接证明，然
后尝试归缪证明。

 前推：从一个起点开始，利用公理和已知定理，用导向
结论的一系列步骤来构造证明。

 后推：为了证明命题q，就寻找能证明具有性质p→q的
命题p。
 寻找能证明使得q→r的r不会有帮助

给定两个正实数a和b，其算术均值是(a+b)/2，几
何均值是     ，证明算术均值总是大于几何均值。
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修改现存证明

证明：存在无穷多个形如4k+3的素数，其中k是非负        
整数。 

       相似问题证明：假设只存在有穷多个素数 p1,p2, 
···,pn，并且构造出数                  。这个数要么是素数，
要么具有与素数p1,p2, ···,pn中每个都不同的素因子，于是
证明了无穷多个素数。

本问题的证明：假设只存在有穷多个形如4k+3的素数，即
q1,q2, ···,qn ，构造
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棋盘拼接游戏（Tiled）
 标准棋盘（standard checkerboard）：8*8的标准国

际象棋棋盘

 拼板（board）：任意大小的矩形棋盘或删除一个或多
个方格后的棋盘

 骨牌（domino）：1*2的方格
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棋盘拼接游戏（Tiled）
 拼接标准棋盘？

 拼接去掉一个角的棋盘？

 拼接去掉对称两个角的棋盘？
 考虑黑格和白格的个数

 直三联骨牌拼接去掉一个角的棋盘？
 棋盘改成三种颜色

 考虑不同颜色棋盘格的个数
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猜想与证明

           当a>2或者当a=2且n是合数时，整数an-1是合
数。

       希望找到一个函数，对所有正整数n来说，函数f(n)都
是素数。

f(n)=n2-n+41
     对所有不超过40的正整数n来说f(n)是素数。

    可以证明：对于每个整系数多项式f(n)，都存在正整数y，
使得f(y)是合数。
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猜想与证明

           费马大定理：若n为大于2的整数，则

没有正整数解。

 3x+1猜想（Collatz猜想）：若变换T把偶数x转换为
x/2，把奇数x转换为3x+1，则对于所有正整数x，当
反复应用变换T，最终会得到整数1。
 已验证到5.6*1013
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